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論文内容要旨
緒
論
 LMurray-VonNeumanaは,1936年にOnringsofoperators(A慧n.ofMath.)に語いて,
 H員bert空間上の作用素環の組織的研究を始め・更にそれを発展せしめて・Hilbert空間の作用素
 の理論,群のユニタリ表現論,量子力学の形式化等に貢献する数学の一分野を切り開いた。これは
 VonNe晦飢nの連続幾何学の研究と並行してなされたものである。1949年D圭xm1erに始まる
 Murray-VonNe碧mann理論の一般作用素環への拡張は1955年頃までに大部分完成し,Dlxmier
 著「Lesalg誌resd・op6rateursdensドespacehilbertie唱(1957)に整理されるに至った。
 Murray-Vo具Neumann-mxmierの理論にかいて作用素環の拡大については,直積なる概念が
 導入されているにとyまり,代数学の群,環,体の拡大理論に比して・作用素環の拡大理論は多く
 の未開拓な領域を残していたと考えられる。本論文はかかる状態にあった作用素環の拡大理論を発
 展せしめようとしたものである。特に作用素環をその自己同型写像のなす群によって拡大すること
 が主体をなしている。接合積なる概念は前記のMurray-VonNeumaロn理論に沿いて・「作用素
 環の構成」に用いた手法,即ちある測度空間(Ω,ン)に関するL。。一空間をΩの位相同型写像のな
 す群によって拡大する操作の中に見出すことができる。本研究はこの接合積の概念を作用素環論の
 中に遵入し,その応罵として「種々の代数型の作用素環の構成」に一つの一般的方法を一与えること
 を目的としたものである。
 2.有限又は無限次元のH11bert空間H上の有界線型作用素全体をBとする。単位作用素を含む
 Bの部分集合Mが通常の作用素の演算で複素数体上の多元藻をなし・自己共役で且弱位相が閉じて
 いるとき.W翫環といわれる。特に核心が単位作用素のスカラー倍からなるW軸一環をMurray-
 VonNeumannはfactorと名付けた。factorの型はそれに属する射影作用素束上に定義された
 次元函数の値域が{0.1,・・…,π},{0,1,…一,。。}、区間〔G、1〕,区間〔0,。。〕,及び
 〔0,00〕なるに従って(1π)・(1。。)・(エ11)・(Hoo〉(IH)と分類される。(1η、)・(Ili)
 型factorを有限型といい,(1。。),(II。。),(m)型factorは無限型と呼ばれている。本論
 文では有限型factorのみを取り扱う。・
 第i章に論いては,有限型factorのその自己同型写像のなす群による接合積なる概念を導
 入し,次の諸問題を考察の対象とした。
 (A)、有限型fa就orMとその自己同型写像のなす群σを与えたとき、因子団が単位作用素だけ
 からなる接合積(M,G)をユニタリ同値性を除いて一意的に定義することができるか?
 (B)、接合積(M、G)の任意の元はMとGのユニタリ表現によって適当な位相のもとにどのよ
 うに表わされるか?
 (0).接合積(M・G)の型はMの型と同一か?
 (D).接合積(M,G)は任意のGに対してMと同様にfactorとなるか?一般にfactorとな
 らない場合には如何なる(⊇のもとでfactorとなるか?
 ここに沿いて,factorの自己同型写像Qなす群を研究する必要が生ずるが,之迄作用素環
 論においては自己同型写像のなす群は殆んど解明されていない状態にあ鉱自己同型写像について
 さえ文献は僅少であった。即ち・1型factorの自己同型写像はすべて内部同型写像であり・また
 外部同型写像をもつた五型factorの存在が知られている。特に・Dixmierは1π型factorsの
 極限と考えられる最も簡単なH1型factorである超有限型factor(apProximatelyf玉Pite
 ・factor)は外部同型写像をもつことを示したが,問題(D)に1関連して,
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 (昼).超有限型factorは如何なる外綱司型写像群(単位冗以外はすべて外部同型写像からなる
 群)をもっか?
 なる問題を第五章において考察し・超有限型factorは高々可附番個の元からなる任意の群に同型
 な外部同型写像群をもつことを示し得た。
 二つのfactorsM,N闘に同型対応が存在するとき,M,Nは同一の代数型をもつという。
 M斑ray-VonNeumannはOnrlngsofoperatorsIV(1943)(以下R.0.IVと略記)
 にかいて,超有限型至actorsは1司…の代数型をもつこと・及びこれと異った代数型をもつH1型
 factorを群の正則表現を用いて構成した。1亙1型factorの中で構造の最も簡単な超有限型factor
 を種々の自己同型写像のなす群によって拡大することにより異った代数型をもつII1型factOrの
 構成を試みることが拡大理論研究の一つの意園であったが・実際第班章において・接合積によって
 超有限型factorから超有限型でないIL型factorを構成することに成功した。
 第W章は前章までの接合積の理論を背景として,直積,接合積を統一的に論ずるため一般的
 な拡大理論を考察し,抽象群の拡大理論から暗示されたfactOrの分解拡大なる概念を導入して,
 そこに接合積の諸定理は拡張し得ることを示した。またこの概念を用いて,factorのその部分
 factOrによる分解定理を特別な場合に徳た。これはか＼る分解定理の一つの方向を指示したもの
 と考えられる。
 本論文は次の既刊論文四編〔1〕～〔4〕によって構成され,更に参考論文として既刊論文
 二編〔5〕〔6〕を追加する。
 〔ま〕Orossedprod鞍ctso∫r星ngsGfoperators.TδhokuMath.Journ博11,('1959).
 〔2〕A1重nearrepresentat圭oRofacountab董yinf玉nitegroup.Proc.ofJap.Acad.,
 3も(1958).
 〔3〕Gertam.typesofgroupsofa塾to珀orp賛ismsofafactor.TahokuMath.
Joum"11,(1959).
 〔4〕Extensionsofr圭ngsofoperatorsonBilbertspaces.Tδbok損Matk.Joum.,
14,(1962)
 〔5〕OntheinvariantofW蕗一algebras.Tδho1くuMath.Jo麟m.・7・(1955)
 〔6〕OnautomorphlsmsofW荘一algebrasleavingthe・centerelementwise
 invaria貸t.Tδh・kuMath.」・urn.,7、(1955).
 第1章作用素環の接合積
 最初に有限型facterの自己同型写像のなす像のユニタリ表現を考察し・これを用いて接合積を
 定義ナる。MをHilbert空聞H上の不変量C二1をもつ有限型factorとし・Gをその自己同型
 写像のなす群とする。またM⑭1をMのampliationと呼ばれるMに同型な直積空間H⑭12(θ)
 上のW聾一環とする。そのとき,GはH⑭∫2(G)上に忠実なユニタリ表現σ∈G:→'Uσをもち,M
 ⑭1の各元Aに対して.Uσ茜刃Uグ瓢ノ1σを満足ぜる。さて,Sを次の形のH⑳Z2(σ)上の作
 胴素全体の集合とする。
Σα∈FAαUα
 こ＼にFはσの有限集合を表わす。集合Sから生成されるH⑭Z2(の上のW藩一環をMの`ジに
 よる接合橿と定義する。このW幹～環は一応Gのユニタリ表現に関係して決定されたものであるが.
 ユニタリ1司値性を除いてはMはGにより一意的に定義されることが示される。
 次に緒言の問題(B)(G)に対して次の定理を繰る。
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 (1)MのGによる接合横(酸のは不変量C;ユをもつ有限型W翫一環で,(M。σ)の各元・4は
 一一意的にノ1二Σα∈…GA.α1Dαと表わされる。こ.㌧にAα1はM②王の元で.Σ4よtraceから定義
 される錘巨毒簿収束の意味にとる。
 (2)II1型factorMの任意のGによる積合積はH1型である。
 問題(D)の議半は否定的1〔解決される。即ち・MをII1型ねctorとし。Gをu2二」なるM
 のユニタリ作胴素uから誘導されるMの自己同型写像のなす群とするとき・MのGによる接合積
 (M・σ)はfactorでないことが示される。そこで・問題(D)の後半に対して次の定理が一つ
 の解答を与える。
 (3)MをII1型lactorとし・0をその外廓同型写隊群とずるとき、接合積(M,G)における
 M⑳1の可換子環はM⑳1の核心と一致する。即ち(M・σ)はfactorである。
 最後にW瀞一撮がぞの部分f3ctorの接台積になるためグ)必要十分条件が与えられる。
 第π章無限群の線型表現
 Gを可附番無限個の元からなる任意の抽象群とレムをGの有限集合上で1.其の他の点では(}
 なる値をとるG上の函数α(g)全体の集合とする。またムノを△の有限集合上で1,其の他の点
 では。と定義される△上の函数ψ(γ)全体の集合とナる。任意の二元α・β∈五に対し加法を
 〔α十β〕(g)瓢α(g)十β(g)(mod2)によって定義し,△!にも同様に加法を定義ず
 れぱ.△,△!は共に加群をな寸。いま△の各元αに対して,ムノ.上の変換ψαを
 ψα(γ)瓢ψ(γ+α)
 によって定義レ積集合ノニ(△,△)に乗積を
 (ψ,α)(ψ,β)鱗(ψβ+ψ,α+・β)
 によって定義すれぱこの積集合③は群をなぜ。このGより得られた群⑤の正則表現によって正成さ
 れるW菅一環をMとすれば,Mは超有限型factorであることが証明される。こ㌧にかいて・σを
 Mの外部1司型写像群に表現することができる。即ち,有限群は無限群にembedして・高々可附番
 個の元からなる任意の抽象群σは超有限型f呂ctorのある外部同型写像群に同型であることがわか
 る(以下この表現を0の外部同型的表現と呼ぶ)。
 この結果は超有限型factorは同一の代数型をもつことから・超有限型factorは高々可番個の
 元からなる任意の抽象群に同型な外部同型写像群をもつことを示している。
 第m章作用素環のある種の自己同型写像群
 本章にお瞬は先ず群の外部同型的表現を用いて,超有限型factorに核心の各元のみを固定す
 る外部同型写像群が存在することが示される。次に高々可番個の元からなる二つのtorsio獄iree
 群G1・G2の自由積(y譜q蜘(⊇2の外部同型的表現を考察し・超有限型factOrのこの表現によ
 って褐られた外部同型写像群による接合積は超有限型でないII1型factOrであることが証明され
 るq
 本意の結果から・群の外部同型的表現は作用素環の外部同型写像群の例を事える一般的方法を与
 えるものと考えられる。
 第N章作用素環の拡大
 前章まで主に作用素簾の接合積を考察してきたが,本章では更に一般的な観点から作用素環の拡
 大を考察する。
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 A,MをH宝1bert空間H上の有限型factorとし,MがAを部分環として含むとき.MをAの
 拡大と呼ぶことにする。最初に・作用素環の次元函数による分類,特に1型から暗示された
 diScreteeXtens圭・Rなる概念を遵入ずる。拡大の最も簡単なものとして知られているAのn×n
 行列環の理論はこの拡大の理論に完全に含まれる。実際・Aの11×n行列環なA耐}ScreteeXtens圭on
 であること・及び階数〔MlA〕慧2なるAの拡大MはAのnx艮行列環ではないがAのdlscrete
 eXtensionであること力葦証明'される。
 次にAの拡大MがAの群Gによる分解拡大であるということを・Mの中へのGの忠実なユニタ㌃,
 表現{Uα}α∈雌が存在して次の条件を満足することと定義ずる。
 (i){Uα}α∈0はAの拡大Mの基である。
 (li)各々のα∈G,α∈Aに対してαUα甥UασαなるAの元ααが存在する。
 この分解拡大を考察すると有利な,点は・直積及び接合積の理論が本質的にはこの拡大の理論に含
 まれることである。第1章に沿ける接合積構成の手法を一般化して,実際に分解拡大を構成するこ
 とが示され,第1章の諸定理は分解拡大の場合に一般化され縛る。「作用素環の構成」・の見地から
 すれば,分解拡大の構成はMurray-VonNeumamのR,OJVに齢ける111型jactorの構成
 法を一般化したものと考えられる。
 分解拡大の特別な場合として・Gが巡回群なる巡回拡大を考察の対象とするとき.既に.Go至dm離
 (1959)が〔M;A〕広2のときMはAの巡回拡大であることを示している。しかし・〔MlA〕
 蝦3の場合にはか＼る定理は成立しないことが知られている。〔M;A〕慧2の場合にMはAの
 d圭screteextel蔵sionであることに着目して・〔M;A〕酪3の場合にも・Aの拡大MがAの巡回
 拡大であるためにはMがAの位数3のd圭scretcextensionなることが必要十分条件であることが
 示される。これは→投の巡回拡大を研究する際に,discreteexteΩsiqnの概念の使用が有効であ
 ることを示しているものと考えられる。
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論文審査要旨
 この研究はHilbert空間の作用素環に関するもので.有限型factorとその自己同型対応の群の
 接合積.及び有限型factorの種々の拡大の研究で・参考論文二篇は不変量及び自己同型対応の研
 究である。
 第1章は,有限型factorMが不変量G瓢1をもつとし,Mとその自己同型対応の揮Gとの接合'
 積を導入してその基礎的事項を証明したものである。即ち,この場合M、Gの接合積(M、(})は
 拡大されたHlibert空間H⑭12(G)上の有限型作用素環で不変量0営1をもち.接合積(M、
 σ)の元素Aはtracenorfnの意味でΣAαUαの形のG上の和として一意的に表わされ.α→
 Uαは群GのH⑭12(G)上の忠実なunitary表現でAαはamphattoaA⑭1の任意の元素で
 ある若しMがIIi型factorであれば接合積はII1型である。更にMがII1型factorで且群
 の単位元を除く凡ての元素がMの外部同型対応であれば接合積は1靱型factorである。又若しG
 がMの内部同型対応の群ならば接合積は必ずしもfactorではない事等が証明され・最後に有限型
 作用素環がその甜b-factOrと自己同型対応σ)群との接合積であるための条件について研究され
 ている。
 接合積に於て重要な事柄の一は考えるfactorの許容する外部同型対応の知識であって,第E章
 は超有限型H1-f紐ctorが許容する外部同型対応を研究した結果を述べている。即ち・超有限型
 factorは高々可附番無限ケの元素をもつ任意の群と同型な外部同型対応の群をもつ事が証明され
 ている。超有限型factOrは外部同型対応をもつ事が単に知られて居たので・此結果は秀れた進歩
 と考えられる。
 第猷章は前章の結果を接合積に応用した研究の結果で,特に2つのtors圭。駐free・countable
 grOups(?1・G2の自由積をσ餌GJG2とするとき・超有限型factorMとGの接合積は工1工
 型factorで且超窟限型ではない事が証明さ才い超有限型factOrの接合積による拡大が既知の
 111型factorの構成法に新しレ・審与をするものと考えられる。
 第坪草は有限型factorの有限払天に関する総合的考察と概究の結果で・既知の作用素環上の
 nxumatrtxalgebra・直積・接合積・R(ATいπ惚L2……)を対象として(1)discrete
 exteasioR.(2)splittingextensi㎝,(3)solvableextensi{)n,(4)cyclicextension等の新し
 い概念を導入して,その闘の種々の関係や性質を研究したものであり・種々の興味ある結果を含み
 今後の研究のため禽意義であると考えられる。
 参考論文二篇は有限型作用素環の不変量に関する性質の研究・及び作用素環の自己1両型対応が内
 部自己同型となる条件を定めた研究で作用素環に於て有意義なものである。
 此等の研究は総合して作用素環の発展に秀れた貢献をなすもので,よって鈴木登の提出した論文
 は理学博士の学位論文として合格と認める。
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